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норідна щільна структура бетону без раковин і крупних пор. При 
обтиску величиною 5 МПА і більше структура сухої суміші стійка і 
практично не деформується. Це відкриває можливість здійснити 
натяг арматури на суху бетонну суміш з одночасним її обтиском в 
конструкції. Фіксацію арматури на упори слід здійснювати перед 
подачею води в суміш, так як при цьому відбуваються деформації 
ущільнення. Міцність бетону обтисненого в межах 5-10 МПа на су-
ху бетонну суміш вища ніж для звичайного вдвічі. При цьому зрос-
тання міцності при тисках від 0,25 до 5 МПа досягається більш ін-
тенсивне порівняно з відомим способом обтиску на зволожену бе-
тонну суміш. 
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Розглядається замкнута  циліндрична оболонка з легким ізо-
тропним заповнювачем, підкріплена поздовжніми ребрами жорст-
кості, розташованими на однаковій відстані друг від друга, та сти-
снута вздовж твірної зусиллями Тх (рис.1.). 
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Рисунок 1. 

 
Для зовнішніх шарів оболонки приймаються гіпотези Кірхго-

фа-Лява, для заповнювача - лінійний закон зміни тангенціальних 
переміщень по товщині. Поперечні деформації заповнювача не 
враховуються. Для ребер приймаються гіпотези Бернулі та врахо-
вується тільки згин ребер в вертикальній площені. 

Варіаційним шляхом, використовуя принцип можливих пере-
міщень, отримано диференціальні рівняння стійкості участка обо-
лонки, замкнений між ребрами, а також умови по лініях ребер та 
по краях оболонки [1]. 

Диференціальні рівняння стійкості участка оболонки, розта-
шованого між ребрами, будуть мати вигляд: 
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пружності та коефіцієнт Пуассона зовнішніх шарів оболонки. 
Систему рівнянь (1) і (2) можна привести до одного 

розв’язуючого рівняння, якщо впровадити в розгляд функцію F(x,y) 
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Підставляючи вираз (4) в рівняння (1) переконуємося, що во-
но перетворюється у тотожність. Підставляючи вираз (4) в рівнян-
ня (2) отримуємо рівняння для находження розв’язуючої функції F.  
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Рішення рівняння (5) шукаємо в вигляді 
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де a - довжина оболонки. 
Підставляючи вираз (6) в рівняння (5), отримуємо диференці-

альне рівняння, яке визначає функцію f1(y).  

n

a

n

a
f y f y

n

a

n

a
f y f yIV IV

4 4

4

2 2

2 1 1

4 4

4

2 2

2 1 1

   
  













  

















( ) ( ) ( ) ( )  

   

















2 2 2

2 1
3

2 2

2 1
3

1

Tx

D

n

a
f y

Bh

G

n

a
f y

Bh

G
f y

*
( ) ( ) ( )

 
  (7) 

   

















B

R D

n

a
f y

Bh

G

n

a
f y

Bh

G
f y

2

4 4

4 1
3

2 2

2 1
3

1 0
*

( ) ( ) ( )
 

 

 
Рішення рівняння (7) надамо у вигляді 
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Підставляючи вираз (8) в рівняння (7) приходимо до слідую-

чого характеристичного рівняння 
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можна записати характеристичне рівняння у вигляді 
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Припускаючи, що корні i  будуть дійсними, функцію f1(y) за-

пишемо у вигляді 
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Рішення рівняння (3) шукаємо в вигляді 
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Підставляючи вираз (12) в рівняння (3) отримуємо диферен-
ціальне рівняння для визначення функції  f2(y). Вирішуючи це рів-
няння отримуємо: 
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Приймаємо для кожного участка свої вісі координат на почат-
ку участка (це показано для к+1 участка, який знаходиться між к-

им і к+1 ребром) та позначимо f1(y) на початку та на кінці участка 

(при у=0 та у=b1, де b1 - відстань між ребрами) через к  і к1 , 
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значення f1
"
(y) через к і к+1, значення  f1

IV
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'
(y) через к і к+1. 

Використовуючи ці умови, виразимо через них довільні пос-
тійні рішень рівняннь (9) та (13). 

Використовуючи умови у=0, отримуємо слідуючу систему рів-
нянь:  
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Вирішуючи рівняння (15), знайдемо: 
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Використовуючи умови y=b1, отримаємо слідуючу систему рі-

внянь 
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Вирішуючи рівняння (16) знайдемо: 
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k k k k

5
1

3 1 1 3 1 1
2
2
2
4
2
1 3 5 1 3 1 1 3 5

1
2
2
2

1
2
4
2

2
2
4
2

1 3 1 1 3 5 1
2

2
2

4
2

1 3 1 1 3 5


 

 

     

        

         

              

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ;

 

A dsh b ch b a a a ch b a a a

ch b a a a ch b a a a

k
k k k k

k k k k

7
1

4 1 1 4 1 1
2
2
2
3
2
1 2 4 1 4 1 1 2 4

1
2
2
2

1
2
3
2

2
2
3
2

1 4 1 1 2 4 1
2

2
2

3
2

1 4 1 1 2 4


 

 

     

        

         

              

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ;

 

 

A sh b bk
k10

1
5 5 1 5 1

     .  

 
При розгляданні к-го участка початок координат приймаємо в 

його кінці та направимо вісь у у протилежну сторону . Тоді для 
нього f1(y) та f2(y) будуть мати також вид (10) та (13), а довільні 
постійні А1, А3, А5, А7 (позначим їх через А1

к-1
, А3

 к-1
, А5

 к-1
, А7

 к-1
) бу-

дуть мати вигляд (17), якщо змінити к+1, к+1, к+1, к+1, к+1 на к-1, 

к-1, к-1, к-1, к-1. 
Умови по лініях ребер запишемо у вигляді: 
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   

 

 

 

  

 

 

 



 

















 



 



 



2

0

2

0

2

3

2

3

3

0

2 0 2 0

0 0

3

3

3

2

0

3

2 1x y x y

B

B x y x

y x y x

y x y

y y

p

y

y y

y y

y









 









 














 










   




















 

  

 

 



( )
;

;

;

y x y

D

D

Bh

G x

P

D

Bh

G x

y

Bh

G x

y

p p

y

y

3

3

2

0

3

2
4

4
3

2
2

2

0

3

2

0

1 1

0










 

   








   























 








 







 



 



 











* *
;

.

  (18)  

 
З урахуванням виразів (4) перше рівняння (18) запишемо у 

вигляді: 
 



 



 



 





 

4

3
3

2

0

4

3
3

2

0

5

3 2
3

2
5

5
3

2

0

3 3

3 1
3

2 2

2 1

1 1 1 1
x y

Bh

G
F

x y

Bh

G
F

B

B x y

Bh

G
F

x

Bh

G
F

n

a
f y

Bh

G

n

a
f

y y

p

y

 






















  






















  








   























   

  

;

( ) (y
Bh

G
f y

n

a
f y

Bh

G

n

a
f y

Bh

G
f y

B

B

n

a
f y

Bh

G

n

a
f y

Bh

G
f y

n

a
f

y y

p IV

) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

 
























      


























    








 

 
3

1

0

3 3

3 1
3

2 2

2 1
3

1

0

3 3

3 1
3

2 2

2 1
3

1

5 5

5 1

 

 



( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

y
Bh

G

n

a
f y

Bh

G
f y

f y
Bh

G

n

a
f y

Bh

G
f y f y

Bh

G

n

a
f y

Bh

G
f y

B

B
f y

Bh

G

n

y

y y

p

  
























    








      









 

  



 

3

2 2

2 1
3

1

0

1
3

2 2

2 1
3

1

0

1
3

2 2

2 1
3

1

0

1
3



 

2 2

2 1
3

1

2 2

2 1
3

2 2

2 1
3

1

0




 

a
f y

Bh

G
f y

n

a
f y

Bh

G

n

a
f y

Bh

G
f yIV

y

     


























( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;

 
 
Підставляючи рішення (10), будемо мати: 

           

         

        

         

1 0
2

1
2

1
1

1
1

2 0
2

2
2

3
1

3
1

3 0
2

3
2

5
1

5
1

4 0
2

4
2

7
1

7
1

0
2

0
2

0
2

0

1 1 1

1 1 1 0

           

          

     

 

K A A K A A K A A

K A A
B

BR
K K K K

n
k k

n
k k

n
k k

n
k k p

n k k n n k k .

 

або 

           

        

        

        

1 0
2

1
2

1
1

1
1

2 0
2

2
2

3
1

3
1

3 0
2

3
2

3
1

3
1

4 0
2

4
2

7
1

7
1

0
2

0 0
2

0
2

1 1 1

1 1 1 0

           

          

     

 

K A A K A A K A A

K A A
B

BR
K K K K

n
k k

n
k k

n
k k

n
k k p

n k k n n k .

 

Решта умов такі ж самі, як і в пологій оболонці. 
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Остаточно, умови по лініях ребер надамо у вигляді: 

       

 
   

   

       

  

1 1 1
1

1
1

2 2 3
1

3
1

3 3 5
1

5
1

4 4 7
1

7
1

0
2

0
2

0
2

0
2

1 1 9 1
1

1
1

2 2 10 3
1

3
1

3 3 11 5

1 1 0

e A A e A A e A A e A A

K K K K

e e A A e e A A e e A

k k k k k k k k

b n n k k n n k

k k k k k

       

    

       

      

   

( ) ( ) ;

   
 

       
 
 

1
5
1

3 3 11 7
1

7
1

4 4 12 7
1

7
1

1 5
2

1
1

1
1

2 6
2

3
1

3
1

3 7
2

5
1

5
1

4 8
2

7
1

7
1

10
1

10
1

1 5
3

1
1

1
1

2 6

0

0

   

  

       

  

 

  

 

       

 

 

A e e A A

e e A A

e A A e A A e A A e A A

A A

e A A e

k k k

k k

k k k k k k k k

n
k k

k k





   



 

;

;

     

  

3
3
1

3
1

3 7
3

5
1

5
1

4 8
3

7
1

7
1

4
0

2
0

2
0

0
7

0
5

0
3

0

1 1 3 0

3 3 0

A A e A A e A A

f K K K

K K K K

k k k k k k

n n k n k k

n k n k n n k k

          

     

     

 

     

        

( ) ;

.

(19) 

 
Тут 

e K ei i  1 0 4 ;   e i n i4
2 2

    ;   e i i n8
2 2 2      ;  

 f mn n t t    2 2 ;  


t
pF

R

2

;   b

p

t

E

E
 ;  

 
D

D R

p

*
;   i=1,2,3,4.  

 
Підставляючи в рівняння (19) значення Ai по виразам (17), 

отримаємо систему рівнянь в скінчених різницях. 

Вхідні до цієї системи невідомі к, к, к, к, к, повинні задо-
вольняти умовам періодичності рішення, які мають вигляд: 

к=к+т ; к=к+т ; к=к+т ; к=к+т ; к=к+т  (20) 

де: т - число ребер. 
Рішення рівняння (19) шукаємо в вигляді: 




k A
sk

m
 cos ;

2
 


k B

sk

m
 cos ;

2
 


k С

sk

m
 cos ;

2

 (21) 




k M
sk

m
 cos ;

2
 


k E

sk

m
 cos ;

2
 1  S  m-1  

який задовольняє умовам (20). Підставляючи вираз (21) в рі-
вняння (19) та враховуючи, що 

   
cos cos cos cos ,
2 1 2 1

2
2 2   s k

m

s k

m

sk

m

s

m





  
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отримаємо систему однорідных рівнянь відносно невідомих 
А, В, С, М, Е, яка не залежить від номера к. 

 

 

A
e r d

a a a

e r d

a a a

e r d
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e r d

a a a
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      
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r d
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2 4 6
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0

1 1

1 2 3
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1 4 5
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2 4 6

4 4
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0
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
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 
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
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

;
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e e r d
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e e r d

a a a

e e r d

a a a
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e e r d
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e e r d

a a a
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e e r d
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   
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
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


 

   
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
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(22) 
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2 4 6

8
2
4 8

3 5 6

5
2
1 9

1 2 3

6
2
2d

a a a

e r d

a a a

e r d

a a a

M
e r

a a a

e r

a a a

e r

a a a

e r

a a a
r En
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1 4 5

7
2
3 11

2 4 6

8
2
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3 5 6

5
2
1
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6
2
2

1 4 5

7
2
3

2 4 6

8
2
4

3 5 6
5 0

 













   











  ;
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 

 

A
e r d

a a a

e r d

a a a

e r d

a a a

e r d

a a a
f k

B
e r d

a a a

e r d

a a a

e r d

a a a

e r d

a a a
f k

n n

n n

     








 

     








 

5
3
1 1

1 2 3

6
3
2 2

1 4 5

7
3
3 3

2 4 6

8
3
4 4

3 5 6

4
0

2

5
3
1 5

1 2 3

6
3
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1 4 5

7
3
3 7

2 4 6

8
3
4 8

3 5 6

2
0

2

1

2 3

 

 

      








 

    








 

C
e r d

a a a

e r d

a a a

e r d

a a a

e r d

a a a
f k

M
e r

a a a

e r

a a a

e r

a a a

e r

a a a
k f

n
5
3
1 9

1 2 3

6
3
2 10

1 4 5

7
3
3 11

2 4 6

8
3
4 12

3 5 6
0

2

5
3
1

1 2 3

6
3
2

1 4 5

7
3
3

2 4 6

8
3
4

3 5 6
0

1 3

0



;

 

 

     Ak Bk Ck Mk En n n n0
7

0
5

0
3

03 3 0    .  

 
В рівняннях (22) позначено: 

r

s

m
ch в

sh вi

i i

i



















cos
2

1

1

 ( i = 1, 2, 3, 4); r

s

m
ch в

sh в
5

5 1

5 5 1

2



cos

;




 
 

d1 2
2
3
2
4
2    ;   d2 1

2
3
2
4
2    ;   d3 1

2
2
2
4
2    ;  

d4 1
2
2
2
3
2    ;    d5 2

2
3
2

2
2
4
2

3
2
4
2        ;  

 d6 1
2
3
2

1
2
4
2

3
2
4
2        ;   d7 1

2
2
2

1
2
4
2

2
2
4
2        ;  

 d8 1
2
2
2

1
2
3
2

2
2
3
2        ;   d9 2

2
3
2

4
2     ;  

 d10 1
2

3
2

4
2     ;   d11 1

2
2
2

4
2     ;   d12 1

2
2
2

3
2     ;  

e k ei i  1 0 4 ;  e i n i4
2 2

    ;   e i i n8
2 2 2      ;  

 f mn
n t t 


  

2
2

2
;  


t

pF

R

2

;  в
pE

E

2
;  

 
D

D R

p

*
;  1  S  m-1; m - число ребер 

a1 1
2

2
2   ;  a2 1

2
3
2   ;  a3 1

2
4
2   ;  

a4 2
2

3
2   ;  a5 2

2
4
2   ;  a6 3

2
4
2   .  

 
Рівняючи визначник системи (22) до нуля, отримаємо рівнян-

ня для визначення критичних сил. 
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Розв’язуючи умову стійкості відносно параметра , отримаємо 

 

       

       

     



   

  



   

   

  

e r e e r e e r e e r e

e r e e r e e r e e r e

e r r e e r r e e r r e e r r e

e e e e e e e e

e r e e r e e r e e

в в в в

в в в

1 1 13 2 2 14 3 3 15 4 4 16

1 1 9 2 2 10 3 3 11 4 4 12

5
2
1 5 5 6

2
2 5 6 7

2
3 5 7 8

3
4 5 8

5
3
1 6

3
2 7

3
3 8

3
4

1 1 13 2 2 14 3 3 15 4

:

:

 

       

r e

e r e e r e e r e e r e

e r r e e r r e e r r e e r r e

e e e e e e e e

m

в

t

n

t

4 16

1 1 9 2 2 10 3 3 11 4 4 12

5
2
1 5 5 6

2
2 5 6 7

2
3 5 7 8

2
4 5 8

5
2
1 6

2
2 7

2
3 8

2
4

2



   








 (23) 

 
В рівнянні (23) позначено: 

r

s

m
ch в

sh вi

i i

i



















cos
2

1

1

 ( i = 1, 2, 3, 4); r

s

m
ch в

sh в
5

5 1

5 5 1

2



cos

;




 
 

e k ei i  1 0 4 ;  e i n i4
2 2

    ;   e i i n8
2 2 2      ;  

e i i n12
2 2

    ;  


t
pF

R

2

;  в
pE

E

2
;  

 
D

D R

p

*
;  1  S  m-1; m - число ребер 

a1 1
2

2
2   ;  a2 1

2
3
2   ;  a3 1

2
4
2   ;  

a4 2
2

3
2   ;  a5 2

2
4
2   ;  a6 3

2
4
2   .  




n

R

a

2

;  n = 1, 2...  

 
Таким чином, одержане рівняння для визначення критичних 

сил і критичної жорсткості ребер для тришарової циліндричної 
оболонки, яка підкріплена поздовжніми ребрами жорсткості за 
умовами поздовжнього стиска. 
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